Bezkontextové a regularne gramatiky - mierne pokrocilejSie
Eduard Baklazdn Batmedijn

Definicia 1. Symbolom & v tomto rieSeni zna¢ime operéciu ,s¢itania modulo m” na celych ¢islach:
m
s@t=(s+t) mod m.
m

Uloha 1. Zostrojte regularnu gramatiku generujicu jazyk
L={we {a,b}" | #o(w) =1 (mod 41) A #,(w) =7 (mod 37)}.
Spréavnost svojej konstrukcie poriadne dokazte.

RieSenie. NaSa gramatika G = (N, T, P,0) bude mat 41 - 37 neterminélov, pre jednoduchost mo-
7eme zobrat N = Zj4; x Zs37 *. Pomocou tychto neterminalov si budeme ,poéitat” pocet doteraz
vygenerovanych a-¢ok a b-Cok (presnejsie, zvySok tohto poctu po deleni 41, resp. 37). Po vygene-
rovani s a-Cok a ¢ b-Cok teda vo vetnej forme chceme mat neterminal (s mod 41, ¢ mod 37) (okrem
pripadu, Ze uz mame hotové slovo obsahujice iba terminaly). Preto pouZijeme nasledovni mnozinu
pravidiel:

P ={(4,5) %a(i%l,j) |t € Zyy Nj € Lz} U
{@,4) —>b(i,j§21) | i € Zyy Nj € L7} U
{(1,7) = ¢}
Definiciu gramatiky G dokonéime polozenim T = {a,b} a o = (0,0).
Teraz potrebujeme dokazat, ze L(G) = L. Rovnost mnoZzin dokdZeme dvoma inklaziami.
: Dokazeme, Ze kazda vetna forma odvoditelna v G je jedného z nasledujicich tvarov:
(a) u(i,j), kde u € {a,b}*; #4(u) =i (mod 41) a #,(u) = j (mod 37)
(b) u, kde u € {a,b}*; #4(u) =1 (mod 41) a #,(u) =7 (mod 37)
Indukciou na dizku odvodenia.

1° Nulakrokovym odvodenim vieme odvodit iba vetna formu o = (0,0), ktora je tvaru (a) pre
1:=0,7:=0,u:=¢.

2° Predpokladajme, Ze vSetky vetné formy odvoditelné na n krokov si jedného z povolenych
tvarov. Majme T'ubovolnd vetna formu w odvoditelnt na n + 1 krokov (formélne:
(0,0) ="+ w). Toto odvodenie sa da rozdelit na dve ¢asti:

(0,0) =" v = w.

Vetna forma v je pritom odvoditelna na n krokov, teda z indukéného predpokladu musi byt
jedného z povolenych tvarov. Ak by bola tvaru (b), nedal by sa z nej urobit krok odvodenia,
pretoZe by neobsahovala neterminél. Preto musi byt tvaru (a), teda pre nejaké u,i,j plati
v = u(i,j), pricom #,(u) = i (mod 41) A #p(u) = j (mod 37). Toto slovo méa jediny
netermindl (4, 7), pre ktory existuju nanajvys 3 pravidla:

() (i,3) = ali ©1,5)

'teda N = {(3,5) | i € {0,1,...,40},5 € {0,1,...,36}}



(i) (¢,5) = b(i,j o 1)
(iii) Aki=1a j =17, tak mame este pravidlo (i,j) — e.

Ak sa v poslednom kroku odvodenia pouzilo pravidlo typu (i), potom w = ua(i @1, j). Plati:
41

H#o(ua) =#4.(u)+1=i+1= i% 1 (mod 41)

#p(ua) = #4(u) =5  (mod 37)
To znamend, Ze aj slovo w = ua(i i]? 1,7) je tvaru (a), pre u := ua, i := ig? 1,7:=7.
Ak sa v poslednom kroku pouzilo pravidlo typu (ii), potom w = ub(i, j g]? 1). Toto slovo je
tiez tvaru (a), pre u :=ub,i:=14,j :=j g? 1.

Ak sa v poslednom kroku pouzilo pravidlo typu (iii), potom w = u. Pritom musi platit ¢ = 1
a j = 7. Potom ale

teda vetna forma w je tvaru (b).

Ukézali sme, Ze kazda vetna forma odvoditelna v nasej gramatike je bud tvaru (a), alebo tvaru
(b). Kedze vsetky vetné formy tvaru (a) obsahuji neterminal, v jazyku L(G) budi iba slova tvaru
(b), ¢o su prave slova z jazyka L.

: Najprv ukazeme, Ze pre kazdé slovo w € {a,b}* vieme v gramatike G vygenerovat vetni
formu w(q,r), kde ¢ = #,(w) mod 41 a r = #;(w) mod 37. Indukciou vzhladom na dizku slova
w:

1° Pre w = ¢ vieme trividlne vygenerovat (0,0).

2° Predpokladajme, 7e pre vietky slova dlzky n nase tvrdenie plati. Nech w € {a,b}"**. Slovo
w sa da zapisat ako uc, kde u € {a,b}"™ a ¢ € {a,b}. Cislo #4(u) mod 41 oznafme s a Cislo
#u(u) mod 37 ozna¢me t. Pre slovo u plati indukény predpoklad, teda (0,0) =* u(s,t). V
pripade, Ze ¢ = a moZeme dalej pouzit pravidlo (s,t) — a(s % 1,t), ¢m dostavame

(0,0) =" u(s,t) = ua(s % 1,t) = w(q, 7).
Podobue, ak ¢ = b, pouZzijeme pravidlo (s,t) — b(s,t @ 1), ¢im dostaneme
37
(0,0) =" u(s,t) = ub(s,tg? 1) = w(q,r).

Teraz uz lahko dokdzeme, ze L(G) O L. Majme Tubovolné w € L. Z definicie jazyka L méame
#q(w) =1 (mod 41) a #,(w) =7 (mod 37). Plati teda

(0,0) =" w(1,7).
Pouzitim pravidla (1,7) — ¢ potom dostavame:
(0,0) =" w(1,7) = w,
teda w € L(G). O



Uloha 2. Najdite ¢o mozno najjednoduchsi ,,mnozinovy“ zapis pre jazyk generovany bezkontex-
tovou gramatikou G = (N, T, P,0), kde N = {o,«, 8,7}, T = {a,b,c} a
P={oc— acp

a — ababa | v

B — BaBbB | BbBas | &

v —ay|by|e}
Svoje tvrdenie poriadne dokézte.
Riesenie. Na zaliatok si urobme nejaki intuiciu o gramatike G a jazyku, ktory generuje.

Ked sa pozrieme, aké pravidla mame z neterminalu v, modZzeme si v8§imnat, Ze sa z neho daju
vygenerovat vietky slova z {a,b}* (a ni¢ iné).

7Z terminalu o mame pravidlo a — =, teda z « sa tiez urcite daja vygenerovat vSetky slova z
{a,b}*. Okrem toho mame este pravidlo @« — ababa, ktoré by nam mohlo pomoct generovat z «
aj nejaké dalgie slova. V skutoc¢nosti v8ak ani s pomocou tohto pravidla nevieme z « vygenerovat
7iaden iny terminal ako a a b, takze Ziadne slova mimo {a,b}* z o nevygenerujeme.

Pri pohlade na pravidla z terminalu 3 si m6zeme v8imnit, ze z 3 sa tiez daju generovat iba
slova z terminalov a a b, avSak nie nutne vSetky. Dalej si mézeme vSimnut, Ze pocet a-¢ok a b- ok
bude v kazdom slove vygenerovanom z 3 rovnaky (lebo vzdy, ked budeme generovat nejaké a-cko,
vygenerujeme spolu s nim aj jedno b-¢ko a napoak). To, ¢i sa z 8 daji vygenerovat vietky slova z

3 v

{a, b} obsahujice rovnako vela a-¢ok a b-¢ok je uz tazsia otazka, ale neskor ukazeme, Ze ano.
Jedno odvodenie v gramatike G teda bude vyzerat zhruba takto:

1. Prvy krok odvodenia bude o = acf.

2. Z « sa vygeneruje nejakeé slovo z {a, b}*.

3. Z B sa vygeneruje nejaké slovo z {a, b}*, ktoré ma rovnako vela a-cok a b-cok.
Casti 2 a 3 sa nemusia nutne diat v takomto poradi, mozu sa l'ubovolne prelinat.

Vyzera to teda, Ze gramatika G generuje jazyk

L = {ucv | u,v € {a,b}* A #4(v) = #p(v)}.

Pod'me teraz dokézat, ze naozaj L(G) = L. Rovnost dokdzeme dvoma inklaziami.

: Dokazeme, Ze kazda vetna forma odvoditelna v G je jedného z nasledujucich tvarov:
(a) o
(b) xcy, kde x € {a,b,a,v}* a y € {a,b, B}*, pricom #,(y) = #(y).
Indukciou vzhladom na dizku odvodenia.
1° Nulakrokovym odvodenim vieme odvodit iba formu o, ktora je tvaru (a).

2° Predpokladajme, Ze vSetky vetné formy odvoditelné na n krokov si jedného z povolenych
tvarov. Nech w je taka vetna forma, Ze o ="+ w.

Potom existuje taka vetna forma v, ze

oc=>"v=>w.

Vetna forma v je pritom (z indukéného predpokladu) jedného z povolenych tvarov.

Ak je tvaru (a) (teda v = o), potom pri kroku odvodenia v = w vieme pouzit iba pravidlo
o — acf, teda musi platit w = acf, ¢o je tvaru (b).

Ak je forma v tvaru (b), potom plati v = xcy pre nejaké z € {a,b,a,v}* a y € {a,b, 5}*,
pri¢om #,(y) = #u(y). KedZe slovo v neobsahuje neterminél o, pri kroku odvodenia v = w
sa muselo pouzit niektoré z pravidiel



(i) o — ababa
(il) @ =~y
(iii) 8 — Bapbp
(iv) B — BbBaB

(v) B—e¢

(vi) v = ay
(vil) v = by
(viii) v — ¢
Ak sa v poslednom kroku odvodenia pouZilo niektoré z pravidiel (i) alebo (ii), prepisala sa
tym nejakd « zo slova v. Tato « sa pritom musi nachadzat v slove x (kedZe « # ¢ a slovo y
Ziadnu « neobsahuje). Preto sa slovo x da zapisat ako x = uaz, kde u,z € {a,b,a,7}* (a «

medzi u a z je ta, ktora sa prepiSe pri kroku v = w). Ak bolo pouZité pravidlo (i), posledny
krok odvodenia vyzeral takto:

v = uazey = uababazcy = w.

V takom pripade je w tvaru (b) pre x := uababaz a y := y. Ak bolo pouzité pravidlo (ii),
posledny krok odvodenia bol

V= UQZCY = uUyzcy = w.

V takom pripade je w tvaru (b) pre z :=uyz ay :=y.

Ak sa v poslednom kroku pouzilo nejaké z pravidiel (iii), (iv) alebo (v), slovo v musi byt
tvaru v = xcufz pre nejaké u, z € {a,b, f}*, pricom #,(uz) = #p(uz) a v kroku odvodenia
v = w sa prepise 3, ktora je medzi u a z. Ak bolo pouzité pravidlo (iii), posledny krok bol

v = xzcufz = xcufafbfz = w.

Vtedy w je tvaru (b) pre z := x a y := uBafbSz (Tahko overime, Ze podmienka na rovnaky
pocet a-¢ok a b-¢ok v y plati). Ak bolo pouzité pravidlo (iv), posledny krok bol

v = xzcufz = xcufbfafz = w

a w je tvaru (b) pre x := z a y := ufbBafz. Ak bolo pouzité (v), posledny krok bol

v =zcufz = rcuz = w

a w je tvaru (b) pre x :=z a y := uz.

Nakoniec, ak sa v poslednom kroku pouZilo niektoré z pravidiel (vi), (vii), (viii), slovo v je
tvaru wyzcy pre u, z € {a,b,a,y}* a v kroku vypoétu v = w sa prepisala v medzi u a z. Ak
bolo v poslednom kroku pouzité (vi), tento krok vyzeral ako

V= UYZCY = UGYZCY = W
a w je tvaru (b) pre  := uayz a y := y. Ak bolo pouzité (vii), posledny krok bol
v = uyzey = ubyzey = w

a w je tvaru (b) pre x := ubyz a y := y. Ak bolo pouzité (viii), posledny krok bol



V= uyzey = uzey = w
a w je tvaru (b) pre x :=uz a y :=y.

Ukazali sme, Ze kazd4 vetna forma odvoditelna v nasej gramatike je bud tvaru (a), alebo tvaru
(b). Nech w je T'ubovolné slovo z L(G). Nemoze byt tvaru (a), lebo o nie je terminal. Slovo w teda
musi byt tvaru (b), teda w = zcy, kde x € {a,b, a,v}*, y € {a,b, B}* a #.(y) = #(y). Kedze w
neobsahuje neterminaly, bude dokonca platit € {a,b}* a y € {a,b}*. To ale znamen4, ze w € L.

: Najprv ukaZeme, Ze pre kazdé slovo w € {a,b}* vieme v gramatike G vygenerovat vetni

formu w~ycf. Indukciou vzhladom na dizku slova w:

1° Pre w = € méame
o= acf = ycpb.

2° Predpokladajme, Ze pre vietky slova dizky n nase tvrdenie plati. Nech w € {a,b}"*'. Potom
w = ud pre nejaké u € {a,b}" a d € {a,b}. Z indukéného predpokladu mame

o =" uycp.

Vdaka pravidlam v — a a v — b urcite plati aj

wyel = udycf,
teda o =* udvycf = wycp.

]v)alej7 pre kazdé slovo w € {a, b}* vieme vygenerovat aj wef: vdaka v — & plati wyef = wep.
Ostava nam este posledna cast dokazu: ukazat, Ze z S sa daju vygenerovat vsetky slova z
{a,b}*, ktoré maja rovnako vela a-Cok a b-¢ok.

Definicia 2. Majme l'ubovolné slovo w = ajas ... ax. Slova W, Waw definujeme ako:

W = BaiBasBasf. .. Barf
W = BaiBasBasfB . .. Bay
W= a1BazBazf ... Bayp.

Teraz ukazeme, 7e pre kazdé w € {a,b}* také, e #,(w) = #(w) plati 8 =* . Indukciou
vzhl'adom na dlzku slova w:
1° Pre w = ¢ méme W = B a B =* [ plati trivialne.

2° Nech tvrdenie plati pre vietky slova dlhé nanajvys n a slovo w ma dlzku n + 1. V slove w
sa urCite niekde vyskytuju pismena a a b bezprostredne vedla seba (ak w za¢ina pismenom
a, potom prvy vyskyt pismena b ma tesne pred sebou a. Ak w zacina pismenom b, tak prvé
a-Cko ma tesne pred sebou b). To znamena, Ze je tvaru w = zaby, alebo xbay pre nejaké

z,y € {a,b}*.
Potom

W =T papLBY
alebo

W = T BbBasY .



Vdaka pravidlam 8 — BaBb8 a B — BbBaS plati

) =Y = THapbsY

¥y =Y = TpbBasY,

teda urcite plati

=W,

Slovo zy je pritom kratsie nez w a plati zy € {a,b}* aj

#a(wy) = #a(w) — 1 =#(w) — 1 = #(2y),
teda naih mozeme pouzit indukény predpoklad. Dostavame:
=% =W,
Vezmime si teraz I'ubovolné slovo w € L. To sa da zapisat ako ucv, kde u,v € {a,b}* a #,(v) =
#u(v). Uz sme ukazali, Ze 0 =* ucf aj ze § =* 0", Potom ale aj ucf =* ucv’. Nakoniec, vdaka

pravidlu 8 — ¢ zjavne plati T =* . Spojenim vSetkého dokopy dostavame

o =" uch =" uc’v’ = ucv = w.



